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ANALISIS TITIK EKUILIBRIUM MODEL EPIDEMI SIR DENGAN EFEK
DEMOGRAFI

Nurul Hikmah'!

Abstract: In this paper, we consider a SIR epidemic model with
demographic effects. By carrying out a global analysis of the model and
studying the locally stability of the equilibrium in this paper, and make
some predictions implied by this model about some qualitative aspects
of the spread of a disease, we show that the equilibrium of a SIR
epidemic model is locally asytotically stable.
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A. PENDAHULUAN

Model Epidemi SIR pertama kali diperkenalkan oleh Kermack dan
McKendrick pada tahun 1927 dengan menggunakan laju penularan bilinier
yaitu linear dalam IS berbentuk SIS, dimana 8 menyatakan laju kontak
perkapita, | menyatakan jumlah individu terinfeksi, dan S menyatakan
jumlah individu yang rentan. Kelemahan model tersebut adalah dengan
diasumsikannya bahwa skala waktu demografi sangat kecil sehingga efek
demografi dapat diabaikan. Selanjutnya tahun 1929 Soper
menyempurnakan model tersebut dengan memasukkan laju kelahiran
pada kelas rentan dan laju kematian pada kelas sembuh. Model tersebut
tentu saja tidak sesuai secara biologi karena tidak adanya laju kematian
alami dari setiap kelasnyal[1].

Pada tahun 1932, Kermack dan Mnkdrick menyempurnakan model
epidemi SIR dengan memasukkan kelahiran pada kelas rentan yang
sebanding dengan total populasi. Laju kematian pada setiap kelas
sebanding dengan jumlah individu di setiap kelasnya. Model tersebut
mengambarkan pertumbuhan populasi berkembang secara eksponensial,
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dengan laju kelahiran dan kematian yag tidak sama. Kemudian Hetchote
(1976) memformulasikan model SIR dengan asumsi bahwa ukuran
populasi total bernilai konstan dengan laju kematian dan kelahiran yang
sama.

Dalam paper ini, peneliti akan memasukkan efek demografi berupa
kelahiran dan kematian pada model epidemi SIR dengan asumsi bahwa
penyakit tersebut bersifat fatal sehingga individu yang terinfeksi bisa
mengalami kematian akibat penyakit tersebut. Selanjunya akan diselidiki
sifat-sifat dinamik dari model tersebut dan dilakukan analisis secara
kualitatif sehingga menghasilkan beberapa prediksi akibat dari model
antara lain kelompok imunitas, rata-rata umur infeksi dan periode
interepidemi.

B. PEMBAHASAN

1. Model Epidemi SIR

Dalam model epidemi SIR populasi dibagi menjadi 3 kelas yaitu kelas
rentan (S), kelas terinfeksi (1), dan kelas sembuh (R). Model ini diterapkan
pada penyakit yang memiliki masa inkubasi cukup singkat dan berakibat
fatal. Individu yang terinfeksi dapatmengalami kematian akibat penyakit
tersebut.

Model tersebut dapat disajikan dalam sistem persamaan diferensial
tak linier orde satu yang berdimensi 3 sebagai berikut:

ds

di

E—BSI—yI—aI—yI,

dR

2t = Y — iR (1)

dengan uK menyatakan jumlah individu lahir yang bernilai konstan, u
menyatakan laju kematian alami, a menyatakan proporsi individu
terinfeksi yang mengalami kematian akibat penyakit, y menyatakan
proporsi individu yang diberikan imunitas dan K menyatakan kapasitas
maksimal populasi.

Misalkan populasi berubah menurut waktu vyaitu S(t),
I(t) dan R(t), maka

S(t) + I(t) + R(t) = N(t).
Berdasarkan model (1) diperoleh
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dN _dSs , dl | dR
dt  dt dt dt’
Persamaan diatas menyatakan laju populasi total yang memenuhi

persamaan diferensial

dN
E—,uK—uN—aI.

Dengan mengambil R(t) = N(t) — S(t) —I(t), maka model (1) dapat

direduksi menjadi
ds

o = MWK — BST —pS,
%:ﬁSI—yl—al—yI, 2)

Selanjutnya, pada paper ini akan dibahas tentang eksistensi dan kestabilan
dari sistem (2) dan akan di analisis secara kualitatif beberapa prediksi
akibat dari model.
2. Eksistensi dan Kestabilan Titik Ekuilbrium Model Epidemi SIR

Sistem (2) memiliki sebuah titik ekuilibrium bebas penyakit Py(#0).

. . . . (dS dI .
Titik tersebut diperoleh dengan mencari solusi (E'E) = 0, yaitu:

a. Titik ekuilibrium bebas penyakit

§=MK—ﬁSI—uS=O
%=ﬁ51—ul—al—y1=0 (3)

Dari persamaan (3) diperoleh
BSI —ul —al —yl =0,
eIpS—p—a-y)=0,
& [ =0atau s = =5 (4)

Berdasarkan persamaan (3) dan (4) diperoleh titik ekuilibrium bebas
penyakit yaitu saat I = 0, maka S = K. Jadi titik ekuilibrium bebas
penyakit dari sistem (2) adalah P, (K, 0).

b. Titik ekuilibrium endemik
Berdasarkan (3) diperoleh titik ekuilibrium endemik pada saat I # 0,
maka
SE—a—y
S=7%

H—a—-y ”K u * * *
Didefinisikan angka reproduksi dasar[2]

_ BK K

T utaty st

. Jadi diperoleh titik ekuilibrium endemiknya adalah

(5)

Ro
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2.1 Sifat kestabilan lokal titik ekuilibrium
Proposisi 1. Jika Ry <1 maka titik ekuilibrium bebas penyakit
Py(K,0) sistem (2) stabil asimtotik lokal.
Bukti. Matriks Jacobian dari sistem (2) di titik Py(K,0) adalah
—U —BK ]
0 BK—u—y—a«a
Dari matriks Jacobian di atas diperoleh persamaan karakteristik
A+w@A-BK—pu—y—a)=0.

Df(K,0) =

Berdasarkan persamaan karakteristik di atas diperoleh nilai eigen
A=—p dan A = K — u —y — a. Dengan demikian untuk Ry > 1
maka titik ekuilibrium bebas penyakit Py(K,0) sistem (2) stabil
asimtotik lokal.

Selanjutnya akan dibahas tentang kestabilan lokal titik ekuilibrium
endemiknya.
Proposisi 2. Jika Ry > 1 maka titik ekuilibrium endemik P*(S*,I").
sistem (2) stabil asimtotik lokal.
Bukti. Matriks Jacobian dari sistem (2) di titik P*(S™,I*). adalah
—BI"—pu —BS ]
B 0
Matriks Jacobian di atas memiliki determinan bernilai positif
dan trace yang bernilai negative untuk R, > 1.. Dengan demikian
untuk Ry > 1 maka titik ekuilibrium endemik P*(S*,I*). sistem (2)
stabil asimtotik lokal.
2.2 Aspek Kualitataif Penyebaran Penyakit
Beberapa prediksi akibat model berdasarkan aspek kualitatif

Df(s*,I") =

penyebaran penyakitnya antara lain:

a. Kelompok Imunitas
Imunisasi adalah suatu metode yang biasa digunakan untuk
mengontrol suatu penyakit, misalnya hepatitis, campak, influenza,
dan lainnya agar tidak terjadi endemik.. Berdasarkan hasil klinis
dari Teitelbaulm dan Edmunds (1999)[] menunjukkan bahwa
vaksin hanya memberikan imunitas sementara terhadap suatu
penyakit. Jika fraksi p dari jumlah kelahiran baru uK pada populasi
sukses di imunisasi, maka K berubah menjadi K(1 — p), akibatnya
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angka reproduksi dasarnya menjadi Ry(1—p) <1 atau

1
p>1-— R
Suatu populasi dikatakan memiliki kelompok imunitas jika
sebagian besar populasi telah di imunisasi untuk meyakinkan
bahwa penyakit tidak menjadi endemik. Pemusnahan penyakit
campak telah intensif dilakukan dengan adanya kampanye
vaksinasi di seluruh Negara[6].

b. Umur infeksi
Untuk menghitung angka reproduksi dasar R, dibutuhkan nilai-
nilai dari parameter 5, u, ¥, dan a. Parameter-parameter tersebut
dapat diperoleh melalui eksperimen, akan tetapi kita sedikit
kesulitan untuk menentukan laju kontak perkapita 5. Secara tidak
langsung R, dapat di estimasi melalui bentuk harapan hidup dan
umur rata-rata infeksi.
Jika t; menyatakan kelompok umur dari anggota populasi yang
baru lahir pada satuan waktu dan a menyatakan umur dari
anggota kelompok, selanjutnya y(a) menyatakan fraksi dari
anggota yang bertahan hingga mencapai umur a, dan p bagian
dari populasi yang mengalami kematian persatuan waktu, maka
diperoleh
y'(@) =—uy(@)
Untuk y(0) = 1, diperoleh solusi dari persamaan di atas yaitu
y(a) = e ™ Secara eksak bagian dari populasi yang mencapi
umur a dan mengalami kematian adalah —y'(a) = uy(a)
Persamaan tersebut di integrasikan kedua ruasnya diperoleh
harapan hidup

f a[—y'(a)]da=f y(a)da
Karena y(a)=e‘“?", maka jika har;pan hidup dinotasikan
dengan L, diperoleh E=i. Laju populasi dari anggota yang
rentan menjadi terinfeksi dengan umur a dan waktu ty + a adalah

BI(t, + a). Akibatnya bagian dari populasi berumur a yang masih
hidup dan masuk kelas rentan dinyatakan dengan z(a) dan

z'(a) = —[u + pI(te)]z(a),

dengan solusinya sebagai berikut
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z(a) = o~ [Ha+[3 Bi(to+b)db] _ y(a)e—foaﬁl(t0+b)db'
Dengan demikian diperoleh rata-rata umur infeksi yang

dinotasikan dengan A adalah

— (*,-Bl*ada _ 1
A=[e i

Berdasarkan titik ekuilibrium endemik (S*,I*) = (”%?_y,#iy -

u .
E)' diperoleh

L_Br_p _
7= =Ro-1.

Kesamaan di atas sangat berguna dalam mengestimasi angka

reproduksi dasar. Sebagai contohnya adalah saat terjadinya
urbanisasi di Inggris dan Wales pada tahun 1956 dan 1969, rata-
rata umur kontraksi dari campak adalah 4,8 tahun. Jika harapan
hidup di asumsikan 70 tahun maka diperoleh R, = 15,6 .[1]
2.3 Periode Interepidemi
Dari model (2) dan titik ekuilorium endemiknya diperoleh
hubungan sebagai berikut
Ble + 1 = pRy;
BS*=u+y+ta,
sehingga diperoleh matriks Jacobian
[ —UR, —(p+y+ a)]
H(Rop — 1) 0
Dari matriks di atas diperoleh persamaan karakteristiknya
A2+ puR A+ u(Ry—1D(u+y+a)=0
dengan demikian nilai eigennya adalah

—pR, £ \/MZROZ —4uRy—D(u+y +a)

2
Jika rata-rata periode infeksi 1/(y+a) lebih kecil dari rata-rata

1=

harapan hidup, maka nilai eigennya menjadi

—URy £/ —4u(Ry — D(y + )
2
Karena nilai eigennya memiliki bagian imajiner, maka hal tersebut

menunjukkan adanya osilasi dengan periode
21

VR, — Dy + @)
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Dengan menggunakan relasi u(Ry, —1) = % dan rata-rata periode
infeksi T = ﬁ, diperoleh periode interepidemi T = 2wV Art.
C. SIMPULAN

Berdasarkan model (1), pengaruh demografi yang dimaksud dalam
paper ini adalah laju kelahiran dan kematian, skala waktu epidemi dengan
laju (¢ + y). Model epidemi SIR dengan efek demografi memiliki sebuah
titik ekuilibrium bebas penyakit yaitu Py = (K,0) dan sebuah titik
ekuilibrium endemik yaitu P*(S*,I*). Dengan melakukan analisis secara
lokal terhadap titik ekulibriumnya, diperoleh jika Ry <1, P, stabil
asimtotik lokal dan jika Ry > 1, maka P*(S*,I") memiliki sifat stabil
asimtotik lokal juga.
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